HIPERBOLA (m®©h)

hiperbola
Py hiperbola je skup svih toc¢aka ravnine za koje je
K apsolutna vrijednost razlike udaljenosti od dvije
D zadane (fiksne) tocke te ravnine stalna (konstantna)

srediSte hiperbole S(0, 0)
zariSta ili fokusi: Fi(—e, 0), F, (e, 0)
F, /A S B\ F, X vrhovi ili tjemena: A(- a, 0), B(a, 0)

realna ili glavna os hiperbole: | AB | =2a

A\

C imaginarna os hiperbole: | CD | =2b,
. C(0, - b), D(0, b)
realna poluos hiperbole: | AS | = | SB | =a

imaginarna poluos hiperbole: | CS | = | SD | =b
linearni ekscentricitet hiperbole: |F,;S| = |SE,| =e, e =a’ +b* = e=/a’ +b’

o .. ) e a’+b*
numericki ekscentricitet hiperbole: e=—=——— |, e¢>a = £>1
a a

parametar hiperbole
tetiva hiperbole koja prolazi fokusom i okomita je na realnu os

.. 2’ b’

duljina parametra: 2p = , poluparametar: p=—
a a
osna (kanonska) jednadzba hiperbole
2 2

X y 1s 2 2 2 2 2 72
——-—==1 ili b x"—a -y =a-b
a b Y

vr$na jednadzba hiperbole
2

y2 =2.p.x+_2.x2
a
parametarska jednadzba hiperbole

o 1
x=a-cht , y=b-sht ii x=a-—— , y=b-tgt , t—parametar
cost

jednadzba hiperbole sa srediStem S(p, q), a osi 2a i 2b paralelne su s koordinatnim osima

(-p) (v-a) _,
a’ b’

medusobni polozaj hiperbole i pravca

pravac je sekanta hiperbole  pravac je tangenta hiperbole  pravac ne sijece hiperbolu

presjek pravca i hiperbole
traZe se njihove zajednicke tocke (ako postoje)
treba rijesiti sustav jednadzbi

y=kx+I uvrstimo y iz prve
b*-x*—a*-y'=a*-b’ u drugu jednadzbu

nakon sredivanja dobijemo |
kvadratnu jednadZbu '



e ako jednadzba ima dva realna rjeSenja, onda pravac sijece hiperbolu u dvije tocke
¢ ako jednadZzba ima dvostruko realno rjesenje, onda je pravac tangenta
e ako jednadzba ima konjugirano kompleksna rjeSenja, onda se pravac i hiperbola ne sijeku
uvjet dodira pravca y =k - x + 1 hiperbole b* - x* —a*-y*> =a’ - b’
a2 . k2 _b2 — l2

koordinate diraliSta

D _k-az’ _z
[ l

uvjet dodira pravca Ax + By + C = 0 i hiperbole b* -x* —a’ -y’ =a’ -b°
Az'az_Bz'bZZCZ
jednadzba tangente u tocki T(x,, yo) hiperbole
Xo X VoY -1
a’ b
jednadzba normale u tocki T(Xo, yo) hiperbole
@y
b’ x,

ili bx,x—a’-y,-y=a b’

(x-x))

Y=Y =

simetri¢nost
¢ hiperbola ima dvije osi simetrije
¢ hiperbola ima jedno srediSte simetrije

tangenta i normala na hiperbolu simetrale su unutarnjeg
i vanjskog kuta medu radijus—vektorima diralista:

B\ F2 “ FDGiFD

asimptote
e pravci koji dodiruju hiperbolu u beskonacnosti
e pravci kojima se grane hiperbole neograniceno pribliZavaju pri udaljavanju u beskonacnost

jednadzbe asimptota
b
y=—-Xx s y=——:Xx
a a
jednakostrani¢na hiperbola
varidta ili fokusi: F, (—a 2, 0) i (a 2, 0) , vrhovi ili tjemena: A(- a, 0), B(a, 0)

asimptote: y =— X,y = X

jednadZbe jednakostrani¢ne hiperbole
x2 y2
a=b = —-—5=1= -y =a
a a
zarista i koordinatne osi

ako su zariSta F 1 F, na ako su ZariSta F 1 F, na

x-o0si jednadzba hiperbole je: y-osi jednadzba hiperbole je:




Jednadzba hiperbole kojoj su osi paralelne s koordinatnim osima, a koordinate srediSta su S(p, q)

(x-p)° _(v=0)®
a2 b2 B

pol i polara hiperbole

>
X
D,
k t,

Polara je spojnica diraliSta D, i D, tangenata povucenih iz toc¢ke P na hiperbolu k.
Pravac p je polara tocke P s obzirom na hiperbolu k.
Tocka P je pol pravca p (polare) s obzirom na hiperbolu k.
JednadZba polare tocke P s obzirom na hiperbolu k glasi:

bz-xz—az-y2=a2-b2 ) ) y
[ ] 2b cXnoX—d y .y:a b

P (x ) 0 0

00
2 2 2 2 20502
b= (x=p)"-a”(y-q)" =alb 2 2 2

P (- 3

2



Promotrimo slijedece slike...

Pokusajte uociti Sto 1im je zajednicko!



Aerodrom Dulles
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Roissy — Charles de Gaulle Airpport
Arrivals/Departure board (Paris)
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Hong Kong MTR rapid transit station




Modern House Design

-




-

Rashladni toran;j
nuklearne
elektrane




South America, Brazil, Brasilia. Brasilia's Cathedral -Basilica of Our
Lady Aparecida (Gospe BezgrjeSnog Zaceca)

Gospa od Aparecide

|||

(portugalski: Nossa Senhora
Aparecida)

I |

- naziv je za Blazenu Djevicu
Mariju u Brazilu.
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Od 18.stoljeca postoji glineni kip

Blazene Djevice Marije,
u tradicionalnom obliku

BezgrjeSnog Zaceca.

!
I

Vjeruje se, da su kip prvotno pronasli ribari, koji su cudesno uhvatili puno ribe, nakon §to su se utekli
zagovoru Blazene Djevice Marije

Taman kip trenutno se nalazi u bazilici Nacionalnog svetista Gospe od Aparecide u Sao Paulu.
Rimokatolicka Crkva u Brazilu slavi njezin blagdan 12. listopada. Baziliku je posvetio bl. papa Ivan
Pavao II. 1980 godine.

Bazilika je Cetvrto najpopularnije marijansko svetiste u svijetu. Moze primiti do 45 000 vjernika.

Papa Pio XI. dao je svetiStu pocasni naslov manje ili papinske bazilike 1929., a bl. papa Ivan Pavao II.
proglasio je Gospu od Aparecide zastitnicom Brazila 1980. godine.
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James S. McDonnell Planetarium
of the St. Louis Science Center.




Hiperboloidi
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Spomenik palim borcima
Za vrijeme 2.svj. rata

na Sutjesci, Tjentiste
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Odsjaj svjetiljke na zidu




Posuda za jaja
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Mehanizam za prijenos u
automobilu




Vlak smrti
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Uocavate i nesto zajedniCko?
Nekakvu zakrivljenost?
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Mozemo uocitl krivulju
ovakvog 1zgleda...
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Tu krivulju nazivamo

Hiperbola



<

to je hiperbola?

Presjek
stosSca i
ravnine.
Ravnina je pri
tom
paralelna
S njegovom o0sl

Hyperbola
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Jo§ jedan pogled na istu sliku...
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ViSe paralelnih
presjeka...

i

stoZzac na
1 fete o
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Z.asto bas ravnina paralelna s 0s1?

# Sto kad ne bi bila takva?
* Prisjetimo se kruznice 1 elipse...

_-_—
p— :

Kruznica

Farabnla

& N
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Sto je hiperbola?

Hiperbola je skup
. T, . o
N ~~ svih tocaka T u
‘\ /
Ve ravnini za koje

/
vrijedn :
/ \ ‘r —7 ‘ =2a
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Sto je hiperbola?

] - . .
7 (FOKUSI)
) "/!/ / '// /r2 x
\ =T [/ O je SREDISTE
—t 7‘ ]A ’ O T B\ ‘F2 A (CENTAR)
/ \ A1 B su TJEMENA
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Jednadzba hiperbole




Ostali pojmovi...

Imaginarna poluos

3

* Asimptote
» Parametar

» Karakteristi¢ni

pravokutnik
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AN 4 hiperbola je skup svih toCaka ravnine Za Koje je
\\\ l'::‘ ‘; ’ i [ ll - B ] i i i i T
AN g 74 apsolutna vrijednost razlike umuenom od dvije
\\ D /"’;,f”" zadane (fiksne} toCke te ravnine staina (konstanina)
NN ‘ A1/ srediste hiperbole S(0, ()
\ ‘\._‘f '/' / zariSta 1li fokusi: Fi—e, 0), F; (e, 0)
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p i// C,I \\:\ 1M mlnfnnj 0s hiperbole: | D | = 2h,
/4 | NN C(0, — b), D(0, b) -
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# ' - reaina poluos hiperboie: [AS| = |dSB| =a

- . e
numeriCki ekscentricitet hiperbole: e=—=+——— | e>a = £>1

=
&

parametar hiperbole
tetiva hiperbole koja prolazi fokusom i okomita je na realnu os

. | 2-b ’
duljina parametra: 2p = : poluparametar: p=—
a a

osna (kanonska) jednadzba hiperbole

S N T

]
.

2 2 2 2 2
xX“—a -y =a-b
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pravac
presjek pravea i hiperbﬂle

fraze se nnhnw 7 ]IE"d 1ncke tocke (ako anme\
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y=hx+l uvTstimo y iz prve
= =

b x' =a’-y'=a"-b u drugu jednadzbu

nakon sredivanja dobijemo

kvadratnu jednadzbu
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zarista ili fokusi: £}(-a-4/2.0) .

asimplote: y =— X, y =X

jednadzbe jednakostranine hiperbole

7
=

-
e

X
a=bh = — =
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{r:rﬁ, 0) . vrhovi ili tjemena: A(-a, 0), B(a, 0)

?
=a
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Kako utjecu koeficijenti
u jednadzbi na 1zgled hiperbole?

= Myenjanjem koeficijenta a mijenja se
razmak 1zmedu fokusa

% M1jenjanjem koeticijenta b mijenja se
zakrivljenost hiperbole

Pogledajte primjere na slijedecem slajdu!
Pri tome obratite paznju na:
koordinate tjemena 1 zakrivljenost hiperbole

32
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Malo o povijesti hiperbole...

* Menehmo - 4. st.pr.Kr.
- otkrio hiperbolu

@ Apolonjje - 2. st.pr.Kr.

- uveo naziv hiperbola

37



Menehmo (380. - 320. god. prije Krista)

#  Starogrcki matematiCar 1 geometar, pripadnik Platonove Akademije u
Ateni. Njemu se pripisuje pronalazak konika (krivulja drugog reda)

% Smatra se da je bio ucitelj Aleksandra Makedonskog

# Do otkric¢a tih krivulja (ne samo hiperbole nego 1 elipse i parabole )
je doSao prilikom pokuSaja rjeSavanja jednog od delskih problema:
udvostrucenja kocke. Menehmo je otkrio da se presjekom uspravnog
stoSca 1 ravnine koje je okomita na izvodnicu stoSca dobiju do tada
nepoznate krivulje. Vrsta krivulje je ovisila o vrsti stoSca. Kod stoSca
koji ima Siljasti kut pri vrhu osnog presjeka dobiva se elipsa, kod
stoSca pravokutnog osnog presjeka parabola 1 tupokutnog presjeka
hiperbola. Ove nazive nije dao Menehmo, imena pripadaju¢im
krivuljama su pridruZena kasnije.
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Apolonija 1z Pergama

2 starogrcki matematicar iz razdoblja helenizma, smatrao da se
pleneti gibaju oko Sunca, a Sunce zajedno s njima oko Zemlje

® unjegovim djelima pojavljuju se po prvi puta nazivi elipsa,
hiperbola, parabola, asimptota...

@ naziv hiperbola javlja se po prvi puta u 2.st.pr.Kr. u njegovom

djelu ,,O konikama*“
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Anegdota o Gausu

Kao ucenik, veliki matematicar Gaus (1777-1855) mnogo
puta je svojim umom zadjvio nastavnike. Jednom je
nastavnik rekao Gausu.

- Postavicu ti dva pitanja. Ako na prvo odgovoris tocno, na
drugo ne moras odgovoriti.

- Reci koliko iglica ima bozicna jelka?

Gaus je brzo odgovorio:
- 67543 7

- Kako si tako brzo izracunao? ’ - pitao je ucitel],

-To je drugo pitanje, gospodine ucitelju - odgovorio je Gaus.
40



Konstrukcija hiperbole (1)

2a

F1 F2

Korak 1:

Neka su zadani fokusi hiperbole 1 velika os duljine 2a.
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Konstrukcija hiperbole (2)

2a

IF1¢: IA¢ t IO t t #BI fFZI

Korak 2:

Konstruiramo tocku O kao poloviste duzine koja spaja fokuse.

Konstruiramo tocke A 1 B na duzini F1F2 na udaljenosti a od
ishodista O

42



Konstrukcga hiperbole (3)

2a s | Korak 3:
Produzimo duzinu UV
DS R o
preko tocke V 1 na njo;
odaberemo toc¢ku S.

Konstruiramo lukove
Tako da dobijemo tocke
T1, T2, T31T4:

1.Srediste u F1, radijus US
2.Srediste u F2, radijus US
3.Srediste u F1, radijus VS
4.Srediste u F2, radijus VS

(te tocke dobijemo kao presjek kruznica 1.-4.) 43



Konstrukcna hiperbole (4)

%

Korak 4:

Analogno konstruiramo jos to¢aka odabirom neke druge tocke na
pravcu UV (zbog preglednosti nije nacrtano).

Dobivene toCke spojimo glatkom krivuljom 1 dobivamo hiperbolu kao

o
na slici! »



Konstrukcija hiperbole na drugaciji nac¢in ©

B T T
S (TEWEEE] (| .
T (W] V| -
L WL LRt Ty
I (RE NINRIE A .
(N NA AR .
(AR INRTE I A ..
BRI iiiililllll
Ll tl

45



Primjena hiperbole

»* U astronomiji
w* U strojarstvu
= U arhitekturi

= U navigaciji

Hiperbolu nije netko 1zmislio 1z razonode...
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Primjena
hiperbole

Primjena u astronomiji —
putanja kometa
Kometi imaju putanju u
obliku elipse, hiperbole 1
parabole

Jedino ¢e se kometi s
elipticnom putanjom moci
ponovno vidjeti.
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Primjena hiperbole

Prilikom dizajniranja ovih tornjeva

InZenjeri su suoceni sa sljedecim
problemima :

N

- struktura mora biti dovoljno 1zdrzljiva @R
-treba 1skoristit1 Sto manje materijala B
. v . 11 C e e P AR
Hiperboli¢ni oblik uspjesno rjesava oba e T
g R

problema.
Za dani promjer, visinu 1 jaCinu vjetra, |
ovaj oblik zahtjeva manje materijala

od bilo kojeg drugog oblika.
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Primjena hiperbole

Buduci se avion krece brzinom ve¢om od brzine zvuka, dobije se
stozasti oblik vala. Presjek dobivenog stoSca s ravninom tla ima oblik
hiperbole.

Na tim mjestima se i1stovremeno Cuje eksplozija koja nastane usljed
probijanja zvu¢nog zida. No 1zvan hiperbole eksplozija se uopce ne Cuje.
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Osim Sto je oblik hiperbole koju smo vidjeli kod nuklearne elektrane
koristan, hiperbolic¢an 1zgled zgrade je efektan i estetski prilicno

lijep.



Primjena hiperbole u navigaciji

—Odredujemo lokaciju broda ako znamo udaljenosti od 3
odasiljaca - toCna lokacija broda se odreduje kao presjek
dviju hiperbola.

Ako imamo odasiljace A,B 1 C onda trazimo presjek
hiperbole kojoj su fokusi A 1 B 1 hiperbole sa fokusima B 1 C

LORAN (Long Range Navigation)

hiperbolicki radio navigacijski sustav
razvijen u Sjedinjenim Americkim
Drzavama tijekom Drugog svjetskog rata




